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Resumen
En este trabajo, se desarrolla un sistema de control automatizado para permitir que un manipulador aprenda y planifique las
trayectorias a partir de las demostraciones dadas por la mano de un usuario. La entrada de datos es adquirida por un sensor, y
se aprende su comportamiento a trave´s de un algoritmo de aprendizaje automa´tico basado en los mı´nimos cuadrados recursivos.
Se utiliza un perfil de trayectoria de interpoladores a tramos para evitar el movimiento impulsivo del manipulador. Se realiza el
ana´lisis de las cinema´ticas directa e inversa para obtener los valores de las variables articulares para el manipulador. Se crea un
modelo dina´mico usando la formulacio´n de Newton-Euler. Se aplica un control proporcional derivativo al sistema. Los sistemas de
monitoreo y control se implementan en una plataforma embebida para fines de prueba.
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Recursive Least Squares for a Manipulator which Learns by Demonstration
Abstract
In this work, a control system is developed to allow a manipulator to learn and plan trajectories from demonstrations given by the
hand of an user. The input of data is acquired by a sensor, and its behavior is learned through an automatic learning algorithm based
on the recursive least squares. A trajectory profile of interpolators to stretches is used to avoid the impulsive jerk on manipulators
motion. Direct and inverse kinematics analysis is done for obtaining the joints variables values of the manipulator. A dynamic
model is created using Newton-Euler formulation. A proportional derivative control is applied to the system. The monitoring and
control systems are implemented in an embedded platform for testing purposes.
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1. Introduccio´n
Actualmente existen muchos tipos de manipuladores que
realizan tareas industriales y que no necesariamente tienen
que ser programados de manera explı´cita para que realicen
dichas actividades. El incremento en las habilidades de re-
programacio´n de forma no explı´cita en los robots manipulado-
res les otorga mayor autonomı´a por que les permite interactuar
de mejor manera con el ambiente que les rodea. Debido a esto,
los manipuladores programados por tele-operacio´n y por co-
mandos gestuales de movimiento esta´n incrementa´ndose, debi-
do a la necesidad de tener manipuladores gene´ricos que puedan
llevar a cabo mu´ltiples tareas y que se puedan adaptar a un am-
biente humano. La ventaja de usar la mano de un usuario es
la habilidad que tiene para ejecutar tareas heteroge´neas en una
amplia variedad de objetos. Esto sugiere que el cerebro humano
desarrolla de una manera eficiente la capacidad de interactuar
con objetos en espacios multidimensionales y que al ser puestos
como referencia para ser copiados por sistemas robo´ticos, esto
se complica ya que se deben utilizar algoritmos de planeacio´n
de movimiento tambie´n heteroge´neos.
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Existen algunos estudios interesantes realizados a contro-
les aplicados a sistemas robo´ticos. En Caldero´n et al. (2017),
Li et al. (2017), Rosado et al. (2017), y Serrano et al. (2018)
se disen˜an los controles para las pro´tesis robo´ticas usadas en la
rehabilitacio´n. En Garcı´a et al. (2017), Liu et al. (2017), Pan
et al. (2016), Sa et al. (2017), y Sun et al. (2017) se disen˜an
controles aplicados robots manipuladores. En Herna´ndez et al.
(2017), Marı´n et al. (2014), Marı´n et al. (2013), Ortigoza et al.
(2016), Serrano et al. (2018), y Zhang et al. (2014) se estu-
dia el seguimiento de la trayectoria en los robots mo´viles. En
Herna´ndez et al. (2016), Olivares et al. (2014), Pa´ramo et al.
(2017), Peng et al. (2017), y Rubio (2018) se enfocan en los
controles aplicados a pe´ndulos. Los trabajos mencionados de-
muestran que los controles aplicados a los sistemas robo´ticos
son un tema de actual intere´s y estudio.
Una estrategia para llevar a cabo una tarea es la de imitar el
comportamiento de la mano de un usuario a partir de la obser-
vacio´n. La solucio´n propuesta en este trabajo es la de utilizar
un sensor de profundidad junto con un algoritmo de aprendiza-
je automa´tico para que, a partir de la ensen˜anza de un usuario,
el manipulador pueda llevar a cabo acciones repetitivas que el
usuario le ensen˜a con el movimiento de su mano. El aprendiza-
je por imitacio´n es una capacidad que tienen los seres humanos
para adquirir habilidades nuevas; tambie´n es una nueva a´rea que
permitira´ a los robots aprender a trave´s de la ensen˜anza. Una
ventaja a nivel industrial, es que el aprendizaje por imitacio´n
no requiere que el ser humano maestro tenga conocimientos de
programacio´n.
En general los modelos de aprendizaje automa´tico con sis-
temas robo´ticos son conocidos como la mejor trayectoria que
predice un comportamiento real a partir de los datos experimen-
tales. En Candelas et al. (2014), Espinosa et al. (2018), Martı´n
et al. (2018), Me´ndez et al. (2011), Pomares et al. (2012), y To-
rres et al. (2009) se considera la generacio´n de trayectorias y
guiado mediante visio´n. En el caso en el que existen mu´ltiples
factores que afectan la salida del sistema y teniendo como obje-
tivo la aproximacio´n con exactitud, se utiliza la regresio´n lineal
multivariable. En Ngoc et al. (2018), Rubio et al. (2013), Ru-
bio (2017), y Va´zquez et al. (2012) se propone el me´todo de
las pendientes para modelar sen˜ales cerebrales obtenidas expe-
rimentalmente, este me´todo ha mostrado mejorar el desempen˜o
en el entrenamiento de comportamientos no lineales que otros
me´todos matema´ticos como el de k vecinos ma´s cercanos Kanj
et al. (2016). El me´todo de las pendientes ha demostrado te-
ner buenos resultados en el modelado de sistemas con compor-
tamientos no lineales. Sin embargo presenta problemas, prin-
cipalmente con los bordes de las funciones que componen el
modelo, ya que al ser una te´cnica que utiliza rectas para apro-
ximar una sen˜al, es inevitable la formacio´n de ve´rtices en los
extremos de las funciones, generando ası´ una curva que no es
derivable en estos puntos (suave a pedazos). Por lo cual, surge
la necesidad de proponer un algoritmo que pueda aprender el
comportamiento de los sistemas no lineales y genere una tra-
yectoria suave.
La primer contribucio´n principal de este documento es la de
proponer un modelo de aprendizaje automa´tico de los sistemas
no lineales. El disen˜o del modelo de aprendizaje automa´tico
propuesto tiene las siguientes dos etapas. Primero, se descri-
be el modelo de aprendizaje automa´tico para el aprendizaje de
sistemas no lineales, donde e´ste considera el caso de mu´ltiples
entradas y mu´ltiples salidas. Y segundo, se disen˜a el algoritmo
de los mı´nimos cuadrados recursivos para conseguir el aprendi-
zaje automa´tico recursivo de los sistemas no lineales.
La segunda contribucio´n principal de este documento es la
de proponer un perfil de trayectoria de interpoladores a tramos
en la cual, la modificacio´n consiste en incluir un para´metro
constante conocido como nu´mero de periodos transitorios que
puede ser seleccionado por el usuario tal que se suavice la tra-
yectoria deseada, y a su vez, el evitar algu´n movimiento brusco
del manipulador.
La tercera contribucio´n principal de este documento es la
de sugerir la dina´mica del sistema propuesto, la cual consiste
en la obtencio´n de las cinema´ticas directa e inversa, del mode-
lo dina´mico, y del control de un manipulador de seis grados de
libertad.
La ultima contribucio´n principal de este documento es el
desarrollo´ un sistema de control automatizado experimental que
utiliza el aprendizaje automa´tico, el perfil de trayectoria, y la
dina´mica para permitir que un manipulador aprenda y planifi-
que las trayectorias a partir de las demostraciones dadas por la
mano de un usuario.
El artı´culo esta´ estructurado de la siguiente manera. En la
seccio´n 2 se aborda el desarrollo del control para el robot mani-
pulador que aprende por demostracio´n. En la seccio´n 3 se rea-
liza una comparacio´n entre los controladores aplicados al robot
manipulador en la simulacio´n y en la experimentacio´n. Final-
mente, en la seccio´n 4 se explican las conclusiones pertinentes
y se mencionan los trabajos futuros relacionados con el tema.
2. El control para el manipulador que aprende por demos-
tracio´n
La Figura 1 muestra todos los elementos que permiten el
control del manipulador. El objetivo de esta propuesta es que el
robot manipulador va a realizar el movimiento llevado a cabo
por la mano de un usuario. El proceso se describe a continua-
cio´n. La mano de un usuario especifica la trayectoria desea-
da, para lo cual, el sensor toma los datos del movimiento de la
mano de un usuario. Los movimientos percibidos por el sen-
sor, son aprendidos por el algoritmo de aprendizaje automa´tico
mediante los mı´nimos cuadrados recursivos para generar una
trayectoria deseada en el espacio tridimensional. Despue´s, esta
trayectoria es suavizada con el perfil de trayectoria de interpo-
ladores a tramos. Posteriormente, esta trayectoria tridimensio-
nal suave se usa en el modelo cinema´tico inverso junto con el
modelo dina´mico para que a partir de la trayectoria tridimen-
sional se generen las trayectorias deseadas en cada una de las
articulaciones del robot manipulador. El controlador proporcio-
nal derivativo (PD) en conjunto con la instrumentacio´n se usan
para que cada una de las articulaciones del robot manipulador
sigan a las trayectorias deseadas.
Las siguientes sub-secciones describen cada uno de estos
elementos, los cuales se dividen en dos partes importantes: el
aprendizaje automa´tico y la dina´mica del sistema.
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Figura 1: Diagrama de flujo del sistema de control
2.1. El aprendizaje automa´tico
El algoritmo de aprendizaje automa´tico y supervisado se
usa para predecir una salida y a partir de ejemplos previos X.
Los modelos de regresio´n son conocidos como la mejor curva
que predice un valor real desde los datos. En el caso de que
hay factores mu´ltiples que afectan la salida y con el objetivo de
aproximar con exactitud se usa una regresio´n no lineal multiva-
riable. X representa los datos de entrada, y representa la salida,
entonces:
X =

x11 x21 . . . xd1
x12 x22 . . . xd2
...
...
. . .
...
x1(m−1) x2(m−1) . . . xd(m−1)
 y =

y1
y2
...
y(m−1)

(1)
donde d representa el nu´mero de entradas o caracterı´sticas y
m− 1 representa el nu´mero de ejemplos de entrenamiento. Para
la regresio´n no lineal el modelo de prediccio´n es ŷ = ax+b, pero
si w representa los pesos w =
[
w1 w2 . . . wd
]
y xi repre-
senta un vector de caracterı´sticas xi =
[
x1i x2i . . . xdi
]T
ambos con taman˜o d, entonces el modelo de regresio´n simple
se convierte en ŷi = wxi + b. Si w0 = b y x0 = 1 se pude
reescribir w como w =
[
w0 w1 w2 . . . wd
]
y xi como
xi =
[
x0 x1i x2i . . . xdi
]T
, entonces el modelo de pre-
diccio´n con la regresio´n no lineal mu´ltiple se convierte en:
ŷi = wxi (2)
donde w =
[
w0 w1 w2 . . . wd
]
son los pesos y xi =[
x0 x1i x2i . . . xdi
]T
son las caracterı´sticas.
Se define el error de aprendizaje ei como sigue:
ei = ŷi − yi = wxi − yi (3)
donde yi es la salida (1), ŷi es la prediccio´n con la regresio´n no
lineal mu´ltiple (2).
La funcio´n de costo J se define como sigue:
J =
m−1∑
i=0
e2i (4)
donde ei es el error de aprendizaje (3).
Para obtener la mejor prediccio´n ŷi para la salida yi, se re-
quiere encontrar el mı´nimo error e2i , e´ste objetivo se logra al
encontrar los pesos w que permiten lograr el mı´nimo de la fun-
cio´n de costo J, que se representa como sigue:
∂J
∂w
= 0 (5)
Realizando las operaciones para obtener (5), se obtiene:
∂J
∂w =
m−1∑
i=0
∂J
∂ei
∂ei
∂w = 0
⇒ m−1∑
i=0
2ei(xi) = 0
⇒ m−1∑
i=0
(̂yi − yi)(xi) = 0
⇒ m−1∑
i=0
(wxi − yi)(xi) = 0
⇒ wm−1∑
i=0
xTi xi =
m−1∑
i=0
yixi
⇒ w =
[
m−1∑
i=0
xTi xi
]−1 m−1∑
i=0
yixi
(6)
Lo cual da como resultado los pesos w que se obtienen como
sigue:
w =
m−1∑
i=0
xTi xi

−1 m−1∑
i=0
yixi (7)
2.2. Algoritmo de los mı´nimos cuadrados recursivos
El algoritmo de los mı´nimos cuadrados recursivos se usa
para minimizar funciones, no solo como una funcio´n de costo
o regresio´n no lineal. Se usan unos pasos pequen˜os en la direc-
cio´n del mı´nimo de una funcio´n de costo.
Para obtener el algoritmo de los mı´nimos cuadrados recur-
sivos, en primer lugar, se consideran los pesos w obtenidos en
(7). Se define el te´rmino Gm−1 como sigue:
Gm−1 =
m−1∑
i=0
xTi xi (8)
Substituyendo Gm−1 de (8) en (7) para obtener los pesos w en
las iteraciones m y m + 1:
wm = G−1m−1
m−1∑
i=0
yixi
wm+1 = G−1m
m∑
i=0
yixi
(9)
Ahora, se obtiene la siguiente sumatoria:
m∑
i=0
yixi =
m−1∑
i=0
yixi + ymxm (10)
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Realizando operaciones matema´ticas, se obtiene:
m∑
i=0
yixi =
m−1∑
i=0
yixi + ymxm
⇒ m∑
i=0
yixi = Gm−1wm + ymxm
⇒ m∑
i=0
yixi = Gm−1wm + ymxm + xTmxmwm − xTmxmwm
⇒ m∑
i=0
yixi =
(
Gm−1 + xTmxm
)
wm + xm (ym − wmxm)
⇒ m∑
i=0
yixi = Gmwm − xmem
⇒ G−1m
m∑
i=0
yixi = wm −G−1m xmem
⇒ wm+1 = wm −G−1m xmem
(11)
Entonces, el algoritmo de los mı´nimos cuadrados recursivos
es la adaptacio´n recursiva de los pesos wm+1 que se describe co-
mo sigue:
wm+1 = wm − Pmxmem (12)
donde Pm = G−1m representa la velocidad de aprendizaje la cual
no es parte del modelo mismo, pero es usada para encontrar una
solucio´n, si Pm es muy grande no habra´ convergencia, y si Pm
es muy pequen˜o el algoritmo convergera´ de manera lenta. wm+1
representan los pesos (2), (7) para la iteracio´n m + 1, wm repre-
sentan los pesos (2), (7) para la iteracio´n m, xm representan las
caracterı´sticas (2) para la iteracio´n m, y em representa el error
de aprendizaje (3) para la iteracio´n m.
Ahora de la definicio´n (8), realizando operaciones ma-
tema´ticas, se obtiene:
Gm =
m−1∑
i=0
xTi xi + x
T
mxm
⇒ Gm = Gm−1 + xTmxm
(13)
Utilizando (13), Pm = G−1m , y el teorema de la matriz inversa, se
obtiene:
G−1m =
(
Gm−1 + xTmxm
)−1
⇒ G−1m = G−1m−1 − 11+xTmG−1m−1xm G
−1
m−1xmx
T
mG
−1
m−1
⇒ Pm = Pm−1 − 11+xTmPm−1xm Pm−1xmxTmPm−1
(14)
Por lo cual, se tiene la siguiente ecuacio´n para actualizar la ve-
locidad de aprendizaje:
Pm = Pm−1 − 11 + xTmPm−1xm
Pm−1xmxTmPm−1 (15)
donde Pm = G−1m .
Tomando en consideracio´n (2), (3), (12), y (15), el algo-
ritmo de los mı´nimos cuadrados recursivos esta´ dado por las
ecuaciones:
ŷm = wmxm
em = ŷm − ym
Pm = Pm−1 − 11+xTmPm−1xm Pm−1xmxTmPm−1
wm+1 = wm − Pmxmem
(16)
donde Pm representa la velocidad de aprendizaje, em representa
el error de aprendizaje, ym representa la salida, ŷm representa la
prediccio´n de la salida, xm representan las caracterı´sticas, y wm
representan los pesos.
La Figura 2 muestra dos ejemplos del funcionamiento del
aprendizaje de la posicio´n de la mano del usuario mediante los
mı´nimos cuadrados recursivos y del perfil de trayectoria. Los
detalles del perfil de trayectoria se describen en la siguiente
subseccio´n.
Figura 2: Dos ejemplos del aprendizaje de la posicio´n de la mano del usuario
2.3. El perfil de la trayectoria
El manipulador debe moverse desde una posicio´n inicial q0,
a una final q f , en un tiempo t f . Esta transicio´n debe estar re-
gulada por leyes que contemplen el movimiento del manipula-
dor es conocido como un perfil de trayectoria de interpoladores
a tramos que permite definir la evolucio´n del movimiento con
respecto al tiempo.
q(t) = a0 + a1t + a2t2 + a3t3 + a4t4 + a5t5 (17)
Si n es el nu´mero de periodos transitorios en la trayectoria, las
ecuaciones que definen el movimiento del manipulador para la
posicio´n son:
q(t) = q f
(
1 − 30(n−2)32+30(n−2)
)
∗
[
5
4
(
t
t f
)3
n3 − 1516
(
t
t f
)4
n4 + 316
(
t
t f
)5
n5
]
∀t, 0 ≤ t ≤ t fn
q(t) = q
( t f
n
)
+
·
q
( t f
n
) (
t − t fn
)
∀t, t fn ≤ t ≤ n−1n t f
q(t) = q f
(
1 − 30(n−2)32+30(n−2)
)
∗
[
5
4
(
t− n−2n t f
t f
)3
n3 − 1516
(
t− n−2n t f
t f
)4
n4 + 316
(
t− n−2n t f
t f
)5
n5
]
∀t, n−1n t f ≤ t ≤ t f
(18)
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Las ecuaciones que definen el movimiento del manipulador
para la velocidad son:
·
q(t) = q f
(
1 − 30(n−2)32+30(n−2)
)
∗
[
15
4
t2
t3f
n3 − 154 t
3
t4f
n4 + 1516
t4
t5f
n5
]
∀t, 0 ≤ t ≤ t fn·
q(t) =
·
q
( t f
n
)
∀t, t fn ≤ t ≤ n−1n t f·
q(t) = q f
(
1 − 30(n−2)32+30(n−2)
)
∗
[
15
4
(t− n−2n t f )
2
t3f
n3 − 154 (
t− n−2n t f )
3
t4f
n4 + 1516
(t− n−2n t f )
4
t5f
n5
]
∀t, n−1n t f ≤ t ≤ t f
(19)
Las ecuaciones que definen el movimiento del manipulador
para la aceleracio´n son:
··
q(t) = q f
(
1 − 30(n−2)32+30(n−2)
)
∗
[
15
4
t
t3f
n3 − 454 t
2
t4f
n4 + 154
t3
t5f
n5
]
∀t, 0 ≤ t ≤ t fn··
q(t) = 0
∀t, t fn ≤ t ≤ n−1n t f··
q(t) = q f
(
1 − 30(n−2)32+30(n−2)
)
∗
[
15
4
(t− n−2n t f )
t3f
n3 − 454 (
t− n−2n t f )
3
t4f
n4 + 154
(t− n−2n t f )
3
t5f
n5
]
∀t, n−1n t f ≤ t ≤ t f
(20)
La Figura 3 muestra las gra´ficas que describen los comporta-
mientos de las ecuaciones (18), (19) y (20) para diversos valo-
res de n donde n=2 esta´ en color amarillo, n=3 esta´ en color
magenta, n=4 esta´ en color azul, n=5 esta´ en color naranja, n=6
esta´ en color verde, n=7 esta´ en color morado, n=8 esta´ en color
cafe´, n=9 esta´ en color negro y n=10 esta´ en color gris.
Figura 3: Comportamiento de las trayectorias para diversos valores de n
2.4. La dina´mica del sistema
Los objetivos de esta seccio´n son: a) establecer la descrip-
cio´n del sistema meca´nico del manipulador, y obtener su mode-
lo de cinema´ticas y su modelo dina´mico utilizando la formula-
cio´n recursiva de Newton-Euler; b) estabilizar el sistema apli-
cando un controlador proporcional derivativo (PD); y c) imple-
mentar el sistema de monitoreo y control industrial embebido,
utilizando la plataforma NI compactRio. Modificar, probar y
validar el sistema de control en el sistema meca´nico del mani-
pulador.
La Figura 4 muestra el manipulador utilizado, que es el ma-
nipulador Amatrol Pegasus, y que posee seis grados de libertad.
El estudio de la dina´mica del sistema incluye el ana´lisis de las
cinema´ticas directa e inversa, el modelo dina´mico, y el control.
Figura 4: Manipulador Pegasus
2.5. Modelo de la cinema´tica directa
La Figura 5 muestra el diagrama utilizado por el me´todo
matricial de Denavit y Hartemberg Craig (2016) para estable-
cer, de forma sistema´tica, un sistema de coordenadas para cada
articulacio´n.
Figura 5: Cinema´tica directa
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gue:
Aeq = A1A2A3A4A5A6
=

c6 −s345s6
c2c345c6 + s2s6 c6s2 − c2c345s6
c345c6s2 − c2s6 −c2c6 − c345s2s6
0 0
−c345 L1 + L2s3 + L3s34 − L4c345
c2s345 c2 (L2c3 + L3c34 + L4s345)
s2s345 d1 + s2 (L2c3 + L3c34 + L4s345)
0 1

(21)
donde ci = cos(θi), ci j = cos(θi + θ j), ci jk = cos(θi + θ j + θk),
si = sin(θi), si j = sin(θi + θ j), y si jk = sin(θi + θ j + θk).
2.6. Modelo de la cinema´tica inversa
Sea p j = [px j, py j, pz j] la posicio´n del vector medido desde
el origen del j-e´simo sistema coordenado, hasta el origen del
sexto sistema coordenado. Se u j = [ux j, uy j, uz j] un vector uni-
tario fijo respecto al eje z6 y expresado en el j-e´simo sistema
coordenado. Entonces, por definicio´n se tiene:
p6 =
[
0 0 0 1
]T
u6 =
[
0 0 1 0
]T (22)
Cuando son expresados en el primer sistema coordenado:
p1 = A1A2A3A4A5 p6
u1 = A1A2A3A4A5u6
(23)
De la ecuacio´n (23), se considera la siguiente transformacio´n:
A−12 A
−1
1 p1 = A3A4A5 p6
A−12 A
−1
1 u1 = A3A4A5u6
(24)
De la transformacio´n (24), se tiene el siguiente sistema de ecua-
ciones:
−L3s3s4 + c3 (L2 + L3c4) = qc2 + (r − d1) s2
L3c3s4 + s3 (L2 + L3c4) = p − L1
qs2 − (r − d1) c2 = 0
c3 (s4c5 + c4s5) + s3 (c4c5 − s4s5) = vc2 + ws2
s3 (s4c5 + c4s5) − c3 (c4c5 − s4s5) = u
−wc2 + vs2 = 0
(25)
La solucio´n del sistema de ecuaciones (25) permite encon-
trar los elementos de la cinema´tica inversa, como sigue:
θ2 = arctan 2(w, v) =

v.w para 0 ≤ pi2−v,w para pi2 ≤ pi−v,−w para − pi ≤ − pi2
v,−w para − pi2 ≤ 0
d1 = r − q tan θ2
θ4 = arctan 2
√1 − ( qv+w(r−d1)2+p−L21−L22−L232L2L3 )2
qv+w(r−d1)2+p−L21−L22−L23
2L2L3
)
θ3 = arctan 2(
√
1 − c23, c3)
θ5 = arctan 2(
√
1 − f 28 , f8)
θ6 = arctan 2(lys2 − lzc2, lxs345 + c345(lyc2 + lzs2))
(26)
donde f8 =
f7(s4c3+c4 s3)+
√
(c4c3−s4 s3)2[(s24+c24)(c23+s23)− f 27 ]
(s24+c
2
4)(c
2
3+s
2
3)
, f7 =
c3(s4c5 + c4s5) + s3(c4c5 − s4s5).
2.7. Modelado dina´mico
Se usa el me´todo de Newton-Euler para obtener el modelo
dina´mico. El eje de rotacio´n en el sistema de referencia 0 es:
z0 =
[
0 0 1
]T
(27)
y los ejes de rotacio´n para las articulaciones son:
b1 =
(
R01
)T
z0 =
[
0 1 0
]T
b2 =
(
R02
)T
R01z0 =
[
0 1 0
]T
b3 =
(
R03
)T
R02z0 =
[
0 0 1
]T
b4 =
(
R04
)T
R03z0 =
[
0 0 1
]T
b5 =
(
R05
)T
R04z0 =
[
0 1 0
]T
b6 =
(
R06
)T
R05z0 =
[
0 0 1
]T
(28)
De la formulacio´n hacia adelante se obtienen los siguientes re-
sultados:
w0 = α0 = ac0 = ae0 = 0
w1 = b1q1
α1 = b1
··
q1 + w1 + b1
·
q1
ae1 = w1 × r01 + w1 × (w1 × r01)
ac1 = w1 × r0c1 + w1 × (w1 × r0c1)
w2 = (R12)
T w1 + b2
·
q2
α2 = (R12)
Tα1 + b2
··
q2 + w2 + b2
·
q2
ae2 = (R12)
T ae1 + w2 × r12 + w2 × (w2 × r12)
ac2 = (R12)
T ac1 + w2 × r1c2 + w2 × (w2 × r1c2)
w3 = (R23)
T w2 + b3
·
q3
α3 = (R23)
Tα2 + b3
··
q3 + w3 + b3
·
q3
ae3 = (R23)
T ae2
ac3 = (R23)
T ac2
(29)
w4 = (R34)
T w3 + b4
·
q4
α4 = (R34)
Tα3 + b4
··
q4 + w4 + b4
·
q4
ae4 = (R34)
T ae3 + w4 × r34 + w4 × (w4 × r34)
ac4 = (R34)
T ac3 + w4 × r3c4 + w4 × (w4 × r3c4)
w5 = (R45)
T w4 + b5
·
q5
α5 = (R45)
Tα4 + b5
··
q5 + w5 + b5
·
q5
ae5 = (R45)
T ae4
ac5 = (R45)
T ac4
w6 = (R56)
T w5 + b5
·
q5
α6 = (R56)
Tα5 + b6
··
q6 + w6 + b6
·
q6
ae6 = (R56)
T ae5 + w6 × r56 + w6 × (w6 × r56)
ac6 = (R56)
T ac5 + w6 × r5c6 + w6 × (w6 × r5c6)
(30)
De la formulacio´n hacia atra´s se obtienen los siguientes re-
sultados:
F7 = τ7 = 0
g0 =
[
0 0 −g
]T
g6 = (R06)
T g0
F6 = m6ac6 − m6g6
τ6 = −F6 × r5c6 + w6 × (l6w6) + l6α6
g5 = (R05)
T g0
F5 = R56F6
τ5 = R56τ6 + w5 × (l5w5) + l5α5
g4 = (R04)
T g0
F4 = R45F5 + m4ac4 − m4g4
τ5 = R45τ5 − F4 × r3c4 + R45F5 × r4c4 + w4 × (l4w4) + l4α4
(31)
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El resultado de la cinema´tica directa se describe como si-
g3 = (R03)
T g0
F3 = R34F4
τ3 = R34τ4 + w3 × (l3w4) + l3α3
g2 = (R02)
T g0
F2 = R23F3 + m2ac2 − m2g2
τ2 = R23τ3 − F2 × r1c2 + R23F3 × r2c2 + w2 × (l2w2) + l2α2
g1 = (R01)
T g0
F1 = R12F2 + m1ac1 − m1g1
τ1 = R12τ2 − F1 × r0c1 + R12F2 × r1c1 + w1 × (l1w1) + l1α1
(32)
El modelo dina´mico del sistema de las ecuaciones (31) y (32)
se puede reescribir como sigue:
M(q)
··
q + C(q,
·
q)
·
q + G(q) = u
q =
[
q1 q2 q3 q4 q5 q6
]T
u =
[
τ1 τ2 τ3 τ4 τ5 τ6
]T (33)
donde M(q) ∈ <6×6, C(q, ·q) ∈ <6×6, y G(q) ∈ <6×1.
2.8. El control del sistema
El control proporcional derivativo (PD) ha demostrado tra-
bajar de manera o´ptima con los sistemas industriales. El con-
trolador se aplica independientemente a cada una de las arti-
culaciones del manipulador, lo que quiere decir que cada arti-
culacio´n es controlada como una sola entrada y el controlador
otorga una sola salida. El control PD para cada articulacio´n es:
ui = −Kpi(pre f i − qi) − Kdi ·qi (34)
donde i = 1, . . . , 6, pre f i es la referencia deseada para la arti-
culacio´n i, Kpi ∈ < es la ganancia proporcional, y Kdi es la
ganancia derivativa.
3. Resultados experimentales
Los resultados experimentales de dividen en dos partes: el
aprendizaje automa´tico y el controlador.
3.1. Resultados del aprendizaje automa´tico
El sensor Kinect for Windows es utilizado principalmente
como interfaz natural de usuario para videojuego. Este dispo-
sitivo puede hacer seguimiento en tres dimensiones del cuerpo
humano usando su ca´mara de profundidad y su ca´mara RGB.
E´stas permiten, en combinacio´n con algoritmos de aprendiza-
je automa´tico, obtener la posicio´n de 20 elementos del cuer-
po humano a una frecuencia de 30 Hz, con una resolucio´n de
640×480 pixeles. La ca´mara de profundidad basa su funciona-
miento en la proyeccio´n y recepcio´n de patrones de luces la´ser
infra-rojas. La Figura 6 muestra la colocacio´n del sensor para la
adquisicio´n de datos. El sensor Kinect for Windows es conec-
tado a un puerto USB 2.0 de una computadora con procesador
AMD A8-7600 Radeon R7 con 10 nu´cleos, velocidad de pro-
cesamiento de 3.10 GHz, 8 GB de memoria RAM y sistema
operativo Windows 7 de 64 bits. Los datos del sensor son ex-
traı´dos mediante el software Matlab R2014a con las herramien-
tas de Image acquisition toolbox for Kinect sensor y Kinect for
Windows SDK.
Figura 6: Colocacio´n del sensor
La Figura 7 muestra la interfaz de usuario que se escribio´ en
Matlab usando las librerı´as Image acquisition toolbox y Kinect
for Windows SDK. La interfaz de usuario, contiene un boto´n
llamado Info que permite conocer el estado del sensor. E´ste
muestra la resolucio´n de ambas ca´maras al momento de ser pul-
sado. Ası´, tambie´n se muestran dos listas desplegables, la pri-
mera, llamada Select hand permite configurar la mano a seguir
de entre Rigth hand y Left hand. La segunda lista desplegable
llamada Pose permite configurar el modo de seguimiento de la
persona de entre sentado Seat o parado Standing. Al presionar
el boto´n Start Video se inicializa el sensor configurado con las
posiciones previamente descritas. Posteriormente, se adquiere
la imagen del sensor de profundidad y se muestra. A partir de
este punto el programa busca si existe el movimiento de alguna
persona en la escena.
Figura 7: Interfaz de usuario para la captura de puntos
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De acuerdo a la informacio´n de los pixeles se crean cen-
tros de masa en tres dimensiones a trave´s de un estimador de
densidad para cada parte del cuerpo con respecto a la superficie
de cada una de estas. El estimador usa como informacio´n tres
diferentes vistas: de frente, de lado, y superior las cuales son
tambie´n estimadas. Se generan 20 articulaciones del cuerpo hu-
mano con tres estados para cada una de estas: encontrado, no
encontrado e inferido. Despue´s de la obtencio´n de las articula-
ciones, se dibuja una serie de lı´neas que representan el esqueleto
y se coloca un marcador sobre la mano que se esta´ siguiendo.
Mientras el boto´n Stop Video no sea presionado, los datos de la
posicio´n de la mano se guardan en una lista junto con el tiempo
en que fueron tomados. Si cierra la interfaz de usuario, los da-
tos se guardan en un archivo para su procesamiento. La Figura
8 muestra el diagrama de flujo de la interfaz de usuario para la
captura de datos.
Figura 8: Diagrama de flujo de la captura de datos
De acuerdo a las especificaciones técnicas del sistema 
de cómputo utilizado se destaca que por cada segundo de 
captura el sistema registra 13 capturas de datos analizando 30 
imágenes de profundidad, es decir, en total cada captura de 
la posición de la mano tarda 77 ms en realizarse. La Figura 
9 muestra la gráfica de los datos adquiridos del movimiento 
de la mano durante el primer segundo, y la Tabla 1 muestra la 
adquisición de datos durante el primer segundo donde el 
tiempo es en s y las posiciones son en mm.
Figura 9: Puntos adquiridos por el sistema
Tabla 1: Adquisición de datos
Tiempo Posicio´n x Posicio´n y Posicio´n z
0,0000 523,90873 345,24545 1345,11650
0,07157 525,29728 344,84822 1343,32275
0,13678 527,31872 345,91395 1341,09604
0,20471 528,66966 346,75002 1339,42235
Como el problema del aprendizaje de los movimientos de
la mano no puede ser completado por un programa que no se
modifique a sı´ mismo, ya que no serı´a factible escribir miles
de programas, uno para cada patro´n de movimiento de la mano
del usuario, es necesario usar otro me´todo como el de dar a la
computadora la habilidad de aprender. El algoritmo que se uti-
liza como prueba en este estudio, es el de mı´nimos cuadrados
recursivos, el cual, cumple con la caracterı´stica de modificarse
a sı´ mismo.
3.2. Resultados del controlador
La Figura 10 muestra el diagrama del control industrial sim-
plificado del manipulador. El mo´dulo de adquisicio´n de datos
se compone de un sensor Kinect for Windows conectado a una
computadora Dell Optitlex 780 mediante el puerto USB 2.0, el
sensor transmite ima´genes de profundidad a la computadora pa-
ra que e´stas sean analizadas por su software de adquisicio´n de
datos. La pantalla de la computadora muestra una interfaz de
usuario, como se aprecia en la Figura 7 que permite adquirir los
movimientos de la mano del usuario para que estos sean tra-
bajados por el algoritmo de aprendizaje automa´tico con el fin
de generar una trayectoria aprendida que es guardada como un
vector de coordenadas en un archivo de texto. El controlador
integrado en tiempo real NI cRIO-9074 lee el archivo de tex-
to generado por la computadora a trave´s de una variable local
encontrada en la red Ethernet que conecta la computadora y el
controlador. El software de control, hospedado en la memoria
FPGA del controlador manda las trayectorias de movimiento al
mo´dulo de control de servomotores de corriente directa (DC) a
trave´s de los seis controladores de motor NI 9505, que son del
tipo proporcional derivativo y que utilizan como variable con-
trolada la informacio´n de las posiciones de las articulaciones
otorgadas por el mo´dulo de entradas y salidas digitales NI 9375
en razo´n de la conexio´n de los encoders incrementales conec-
tados a dicho mo´dulo y que permite mover las articulaciones
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del manipulador. Los mo´dulos mencionados funcionan gracias
a la alimentacio´n de energı´a ele´ctrica otorgada por el mo´dulo
de potencia ele´ctrica HTS60F24 y NI PS15.
Figura 10: Diagrama del control industrial del manipulador
La Figura 11 muestra el manipulador usado en los experi-
mentos, el desplazamiento 1 es lineal, mientras que los despla-
zamientos 2, 3, 4 , 5, y 6 son rotacionales.
Figura 11: El manipulador
La Figura 12 muestra la instrumentacio´n del controlador
usado en los experimentos que corresponde a los elementos
descritos en la Figura 10. La Figura 12a) muestra en mo´du-
lo de entradas y salidas digitales NI 9375. La Figura 12b) en
el lado izquierdo muestra en controlador integrado en tiempo
real NI cRIO-9074, y en el lado derecho muestra el dispositi-
vo HTS60F24. La Figura 12c) en el lado izquierdo muestra el
mo´dulo de potencia NI PS15×2, y en el lado derecho muestra
el mo´dulo de control de los motores de corriente directa (DC)
NI 9505×6, donde ×2 corresponde a que son dos dispositivos
iguales y ×6 corresponde a que son seis dispositivos iguales.
Figura 12: La instrumentacio´n del controlador
De acuerdo a la captura de los movimientos del manipu-
lador, se puede establecer una comparacio´n entre cada uno de
los movimientos de las articulaciones del manipulador reales y
los movimientos planeados teo´ricos, en posicio´n, velocidad y
aceleracio´n. Las Figuras 13, 14, 15, 16, 17, y 18 muestran los
resultados del control propuesto para las articulaciones 1, 2, 3,
4, 5, y 6, respectivamente.
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Figura 13: Resultados para la articulacio´n 1
Figura 14: Resultados para la articulacio´n 2
Figura 15: Resultados para la articulacio´n 3
Figura 16: Resultados para la articulacio´n 4
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Figura 17: Resultados para la articulacio´n 5
Figura 18: Resultados para la articulacio´n 6
Las posiciones, velocidades, y aceleraciones teo´ricas y ex-
perimentales del manipulador son muy parecidas, pero no son
completamente iguales, esto puede deberse a que algunas varia-
bles no fueron tomadas en cuenta por parte del modelo dina´mi-
co. Sin embargo, estas posiciones, velocidades y aceleraciones
teo´ricas y experimentales tienen una gran similitud. Ası´ tam-
bie´n, se ha demostrado la eficiencia de la captura de datos bajo
condiciones controladas. El usar el algoritmo de mı´nimos cua-
drados recursivos, permitio´ aprender y generar la trayectoria de
manera satisfactoria. El usar un perfil de trayectoria de interpo-
ladores a tramos permitio´ suavizar el movimiento del manipu-
lador cuando se presento´ un cambio de sentido en alguna de las
articulaciones. Por lo descrito anteriormente, se determina que
los me´todos funcionan adecuadamente.
4. Conclusiones
El objetivo principal de este trabajo es el aprendizaje au-
toma´tico de los movimientos de la mano de un usuario por par-
te de un manipulador, a partir de la ensen˜anza de los mismos,
con la finalidad de que no sea necesario programarlos explı´cita-
mente, y au´n ası´ tengan un uso real en la industria. El algoritmo
de aprendizaje de los mı´nimos cuadrados recursivos, cumple su
funcio´n, el aprendizaje y la generacio´n de la trayectoria de la
mano del usuario a partir de los datos otorgados por el sensor.
Se ha demostrado que el ca´lculo de la dina´mica de un mani-
pulador no es tarea fa´cil y que adema´s su implementacio´n en
un sistema real es ba´sicamente un esfuerzo de prueba y error.
A pesar de esto, el modelo dina´mico fue llevado directamente
a una plataforma de desarrollo embebida industrial de manera
eficiente, lo que permite a futuro, poder llevar el mismo sistema
a cualquier manipulador industrial en caso de que se requiera.
El modelo dina´mico es limitado a condiciones ideales de fun-
cionamiento, las cuales pueden perderse en cualquier momen-
to, por ejemplo en un choque, por lo que el modelo dina´mico
del manipulador tiene un amplio potencial de mejora al incluir
ca´lculos ma´s exactos para los centros de masa y las matrices
de inercia, ası´ como la inclusio´n de modelos que incorporen la
friccio´n en las articulaciones. El uso de la segunda versio´n del
sensor de profundidad aumenta considerablemente la adquisi-
cio´n de datos, sobre todo en el eje z. El disen˜o de los algoritmos
de aprendizaje es necesario para aprender los comportamientos
generados por la mano de un usuario para generar la trayectoria.
El disen˜o de los algoritmos de perfil de trayectoria es necesario
para incluir la evasio´n de los obsta´culos que puedan presentarse
en la trayectoria generada.
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